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Анотація
Розроблені математична модель та оптимізаційні методи розв'язання 

задач розміщення прямокутних геометричних об'єктів зі змінюваними ме­
тричними характеристиками в ізотропних областях за умови, що метричні 
характеристики зв'язані функціональними залежностями. Проведено кла­
сифікацію основної задачі дослідження в розглянутій постановці як кінце­
вої множини сепарабельних задач математичного програмування.

Abstract
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The mathematical model and optimization methods for solving the 
problems o f  placement o f rectangular geometric objects with variable metric 
characteristics in isotropic regions are developed, provided that the metric 
characteristics are related to functional dependences. The classification o f the 
main research problem in the considered statement as a finite set o f  separable 
problems o f mathematical programming is carried out.

Ключові слова: математична модель, прямокутні об’єкти зі змінюва­
ними метричними характеристиками, оптимізація розміщення, лінійна ап­
роксимація області припустимих рішень.

Keywords: mathematical model, rectangular objects with variable metric 
characteristics, optimization o f  placement, linear approximation o f the domain 
of admissible solutions.

Задачі оптимального розміщення геометричних об'єктів різної фізич­
ної природи виникають у багатьох сферах практичної діяльності -  при ро­
зкрої промислових матеріалів, оптимальному розподілі ресурсів, календа­
рному плануванні, синтезі блоків радіоелектронної апаратури, енергозбе­
реженні та ін. Крім очевидної прикладної цінності вони мають і теоретич­
не значення як окремий клас екстремальних задач теорії дослідження опе­
рацій.

Серед задач розміщення найбільш дослідженими є задачі, в яких об'є­
кти мають фіксовані метричні характеристики та просторову форму. Але 
для певних практичних задач, що виникають у сфері ресурсозбереження, 
проектуванні технічних систем з джерелами фізичних полів та ін., важли­
вою є залежність розмірів та форми об’єктів від параметрів їх розміщення 
в області розміщення. Математичними моделями таких задач є оптиміза- 
ційні задачі розміщення об'єктів із змінюваними метричними характерис­
тиками та просторовою формою. Аналіз вітчизняних та закордонних нау­
кових джерел свідчить про недостатній рівень досліджень математичних 
моделей та оптимізаційних методів розв’язання задач вказаного класу.

Ці задачі є багатовимірними багатоекстремальними задачами неліній­
ного математичного програмування із специфічною областю припустимих 
рішень, що затрудняє застосування класичних методів умовної оптимізації. 
Тому актуальним є виділення додаткових властивостей області припусти­
мих рішень розглянутого класу задач і розробка інструментальних засобів 
моделювання основних геометричних обмежень на основі їх лінеаризації, 
що уможливить вдосконалення методів розв’язання цих задач за умов вра­
хування їх специфіки.

Метою дослідження є розробка математичної моделі, точного та на­
ближеного методів розв'язку оптимізаційної задачі розміщення прямокут­
них геометричних об’єктів зі змінюваними метричними характеристиками 
на основі стратегії апріорної лінійної апроксимації сепарабельних функцій 
-  обмежень задачі за умови, що точність подання є екзогенним парамет­
ром.
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В даній статті представлено оптимізаційні методи розв'язання багато- 
екстремальної задачі розміщення прямокутних об'єктів із змінюваними ме­
тричними характеристиками. Тому для розв'язання задачі залежно від її 
розмірності розглянуті як точні методи локальної і глобальної оптимізації, 
так і наближений метод розв'язання.

Необхідно розмістити набір об'єктів Т у напівнескінченній смузі То 
без перетинів так, щоб величина Z була мінімальною.

Вектор незалежних змінних задачі, яка розглядається, є таким: 
со = (со],со2 ,.-->©к) = (х І!У],а],Х 2 ,У 2 >а2 ..., x N, y N, a N)-

Отже, необхідно визначити
minZ , (1)

cü£Dc E3n+i

де область припустимих рішень D =D| n  D2 визначається умовами ви­
гляду

D,: intTi (хі, у;, aj) n  intTj (xj, yj, а,) = 0 ,  i,j = l ,N ,i* j ,  (2)

D2: Т, (х„ у„ а,) с  То, і = 1,N.  (3)
Таким чином, задача (1)-(3 )має вигляд:

знайти: min Z , (4)
eo6DcE3N+l

де область припустимих рішень D подається набором нерівностей
l'F0 (rai, mo ) > 0  _  ___
/ ,  ,  , k  = l ,4, i , j  = l , N , i * j .  (5)

[ \fk (юі ’ю j ) — о

та зводиться до розв'язання скінченої множини задач опуклого про­
грамування.

Метод локальної оптимізації діє на компоненті зв'язності DQf , та­

кому, що множини Dg <z DG[ , тобто
G,

DG, = U D g , G , < G .
g

Розглянемо задачу пошуку локального мінімуму функції мети Z на 
множині D Gi с  D вигляду:

ш* = arg min Z , (6 )
coeÖQj c D

Gi /fF 0 (coi ,m 0)> 0  —

Кожна ітерація методу складається із двох етапів:
Етап 1. Визначення екстремуму функції мети Z*, який досягається на

крайній точці cüg поточної множини D g .
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со* = а ^  m m Z . (7 )
йієОц сБ1-

Етап 2. Організація переходу від поточної підобласті ^  до суміжної 

області , такої, що ш* є 0^+1.

Задача ( 4 ) - ( 5 )  належить до класу КР-складних задач комбінаторної 
нелінійної оптимізації. Загальна ідеологія методів пошуку глобального ро­
зв'язку таких задач передбачає побудову дерева розв'язків (назвемо його 
А), по якому здійснюється перебір підмножин області припустимих рішень 
задачі, що мають більш просту структуру, і на кожній такій підмножині 
визначається локально-оптимальний розв’язок задачі, серед яких є ї  глоба­
льний розв’язок. Пропонується дві реалізації дерева рішень А.

При реалізації 1-го підходу дерево А 1 будується на основі організації 
повного перебору опуклих підмножин (точніше, їх лінеаризованих ана­

логів Оц ) області припустимих рішень задачі.

Змінюваність метричних характеристик об’єктів розміщення не впли­
ває на кількість вершин дерева рішень А 1. Таким чином, дана задача зво­
диться до побудови дерева рішень, усіченого перебору та розв'язанню скі­
нченої множини К =41Ч1(М' І) задач (7) лінійного програмування.

Реалізація другого підходу базується на побудові дерева рішень А2 на 
основі формування множини систем рівнянь, що містять систему 
Р * (ю) = 0 , яка визначає оптимальний розв’язок.

Показано, що в даному випадку змінюваність метричних характерис­
тик об’єктів розміщення суттєво впливає на кількість вершин дерева 
розв’язків А2, тобто значно підвищує обчислювальну складність методу 
розв’язання. Оцінка числа вершин дерева А2 для лінеаризованої задачі має 
вигляд (х М )^ +1, де х = шахХі, Хі = б(Е) ~ кількість лінійних сегментів ап-

і=1,И
роксимаційних гіперплощин.

Розв'язання оптимізаційної задачі (4) -  (5) можливе за допомогою мо­
дифікації наближеного методу, заснованого на оптимізації по групах 
змінних.

Моделі, методи й алгоритми задач оптимізаційного геометричного 
проектування, що розглядаються, використані при розробці проекту сис­
теми раннього виявлення пожежі складських приміщень АТ «Філіп Морріс 
Україна» (м. Харків) [6 ], у навчальному процесі Національного універси­
тету цивільного захисту України [3]-[4] та Харківського національного 
університету будівництва й архітектури [4]-[5].
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