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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСІВ ВИТРАЧАННЯ ТА ПОПОВНЕННЯ 
РЕСУРСУ УГРУПОВАННЯ СКЛАДНИХ ТЕХНІЧНИХ ОБ'ЄКТІВ 

У статті наведено опис математичної моделі процесів витрачання та поповнення ресурсу (ПВПР) 
угрупування складних технічних об'єктів. На додаток до розглянутого авторами раніше опису моделі 
введено формалізований опис угрупування, який включає до себе безліч технічних об'єктів угрупування; 
нормативні параметри витрачання та поповнення ресурсу об'єктів і поточний стан угрупування. Стан 
угрупування значною мірою визначається станом ресурсу об’єктів, що входять до нього. Ресурс окремого 
об'єкта визначається трьома параметрами: власним ресурсом (залишкове напрацювання), залишковим 
терміном служби і залишковою кількістю планових ремонтів, які повинні бути виконані на даному об'єкті 
до його списання. 

Модель ПВПР, що розроблена, реалізована програмно в середовищі програмування Delphi. Розроблена 
база даних (БД), що вбудована в модель, в якій зберігається вся інформація щодо угрупування, що 
моделюються. В БД може бути введена також інформація для реального угрупування, завдяки чому модель 
може бути використана для вирішення практичних завдань планування технічної експлуатації в 
конкретних угрупувань. БД моделі побудована на основі застосування локального сервера InterBase. 

Введена класифікація станів ресурсу угрупування, що визначає три класи станів: «новий», 
«врівноважений» і «старий». Наведені приклади результатів моделювання ПВПР, що наочно ілюструють 
можливості застосування розробленої моделі. На прикладах продемонстровано доцільність прагнення при 
організації експлуатації об'єктів угруповання до урівноваженого стану її ресурсу. 

Ключові слова: ресурс і термін служби технічного об'єкта, склад і ресурс угрупування технічних 
об'єктів, плани ремонту, списання та поставок нових об'єктів, залишкова кількість планових ремонтів. 

Вступ 

Авторами статті раніше було введено поняття 
угрупування технічних об'єктів і розроблена мате-
матична модель процесу витрачання та поповнення 
ресурсу (ПВПР) угрупування, що встановлює зале-
жність показників якості цих процесів від парамет-
рів угрупування [1]. Як відмічено в зазначеній робо-
ті, значний перелік задач по оптимізації ПВПР для 
окремих технічних об'єктів розроблені у роботах [2–
6]. Для оцінки якості ПВПР угрупування приймають 
показники складу  та ресурсу . Модель в 

цілому у формальному запису представляється на-
ступними залежностями: 

(t)N (t)R

 н
0 р с нрес(t) t / , (t ), , , ,N N P S     ; 

 н
0 р с нрес(t) t / , (t ), , , , R R P S     ,      (1) 

де  i тип(t) N (t); i 1, N N   – вектор, який визначає

склад угрупування в момент часу t, в якому iN (t)  – 

кількість об’єктів i-го типу в угрупуванні в момент 
часу t; – кількість різних типів об'єктів, наяв-

них в складі угрупування; 
типN

 i тип(t) R (t); 1, N  R i  – вектор, який 

представляє сумарний ресурс угрупування, в якому 

– сумарний ресурс об’є

ання; 

iR (t)

t

ктів i-го типу, наяв-

них в угрупованні в момент часу t; 

0  – момент часу, відповідний початку розгля-

нутого періоду експлуатації угрупов
н

0 р с нес , (t ), , , ,SрP      – параметри моделі. 

Параметр н
ресP  представляє нормативні ресурс-

ристики об'єктів, у 
 об'

ні характе
угру

що входять до склад
пування, і є єднанням множин: 

тип
н н
рес ресi

i 1

N

P


P  ,    (2) 

де н
ресiP  – ресурсні параметри об’єктів i-го типу, що 

визначаються як безліч трійок наступним чином:  

 нk нk нkн
ресi видрi i iR ,T , N ; k 0, N  ,    (3) 

де нkR  та нkT  – нормативний ресурс та нормати

P

в-

ни  и, що призначений для об
i

й строк
у пі

i

служб
о

'єкта i-го 
тип сля пр ведення на ньому планового ремонту 

(ПР) k-го виду; нk
iN  – кількість ПР k-го виду, яка 

повинна бути виконана на протязі всього строку екс-
плуатації об’єкту  типу до його списання; видрN  – 

кількість різноманітних видів ПР. Види ПР розрізня-

 i-го
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ються обсягом ремонтних робіт і, отже, величиною 
ресурсу, що встановлено після його проведення (най-
більш поширені два види ПР – середній і капіталь-

ний). При k 0  параметри н0 н0 н0
i i iR ,T , N  є відпо-

відними параметрами для нових об'єктів i-го типу. 
Стан угр ування на мо )  визна-

чається як кількість векторів наступним чином: 

уп мент часу t (tS

 i тип(t) (t); i 1, N S S ,     (4) 

де i (t)S  – вектор, який описує стан об’єкту i-го ти-

пу вектора є трій

ляду

. Елементами i (t)S  ки наступного 

виг : 

 i ij ij р ij i(t) R (t), T (t (t) ; j 1, S O ,      (5) 

де R (t)

), N

и  – кінцевий ресурс та кінцевий

строк ’єкту i-го типу (ij-го об’є

ij

 служби
ент ч

ijT (t)

 j-го об
 рN

ичн

кту) на 
мом асу t; ij (t)  – кінцева кількість ремонтів, 

які ще потрібно виконати на ij-м об’єкті до досяг-
нення ним гран о стану, коли буде потрібно 

його списання; 

ог

iO  – кількість елементів i-го типу в 

угрупуванні. 
Стан угрупув ння (t)S  є ендогенним (внутрі-

шнім) для пе

а

ремінної  (1). Параметр 

прис

моделі

ає с
0(t )S , 

утній в (1), визнач обою початкові умови 
моделюємого процесу ( 0t t ). 

Параметр   у (1) є характеристикою наванта-

ження на угруповання і представляється як безліч 
інтен всивностей итрачання ресурсу окремими об'єк-
тами угрупування: 

  ij i тип; j 1, ; i 1, N   O ,      (6) 

де ij  – середня інтенсивність витрачання ресурсу 

ij-го технічного об’єкта угрупування. Чим більше (в 
середньому) величини ij , тим з більшою швидкіс-

тю витрачається ресурс об'єктів угрупування.  
Параметр   вважатимемо некерованим, або 

слабо керованим (орган управління угрупуванням 
може ді перерозпо ляти ліміт витрачання ресурсу між 
окремими об'єктами). Параметри р , с  и н  в (1) 

представляють собою відповідно плани ремонту, 
списання і постачання в угрупуван  н их об єктів. 
Ці плани в моделі представляються у вигляді насту-
пних множин: 

ні ов ’

тип

р рi
1

N


 

i

  , де рi  – безліч запланованих 

моментів часу ремон об'єктів

их 

моментів часу списання об’єктів i-го типу; 

ту  i-го типу; 

с сi
1

 
i

  , где сi  – безліч запланован
типN

тип

н нi
1

N


 

i

  , где нi  – безліч моментів часу 

планових поставок об’єктів i-го типу. 
Параметри р , с  та є повністю керова-

ними, так як складання планів
м – це повніс-

у л

о протягом всього часу існування угруповання. 

роз-
гляд

емо 
насту

н

  технічної експлуата-
ції об'єктів і контроль за їх виконання
тю п і

  

рерогатива орган управ ння (технічної служ-
би) угрупування. 

Математична модель ПВПР, що розглянута, 
призначена для вирішення двох основних завдань: 

– прогнозування складу та ресурсу угрупован-
ня;  

– складання оптимальних планів ремонту, спи-
сання та поставок в угруповання нових об'єктів. 

Обидва ці завдання повинні вирішуватися по-
стійн
Модель реалізована програмно засобами системи 
програмування Delphi [7]. У даній статті далі 

ається потрібна класифікація угрупувань техні-
чних об'єктів, після цього наводяться приклади мо-
делювання ПВПР для різних класів угрупувань. 

Виклад основного матеріалу 

Формалізований опис угруповання. Для фор-
малізованого представлення угрупування введ

пний опис: 
н
рес 0, , (t )G O P S ,    (7) 

де G  – математичний об'єкт, що описує угрупуван-
ня; О – безліч всіх об'єктів техніки, що входять до 

 угрупування; складу н
ресP

єкті

– узагальнений параметр,

яки містить дані про нормативні вимоги щодо ор-
ганізації технічної експлуатації об'єктів угрупуван-
ня; 0(t )S  – стан об’ в угрупування на момент 

часу 0t , що описується згідно (4). 

Безліч 

й 

  розглядаємо як об'єднання множин: 

i
i

  ,  (8) 

де  i ij io ; 1, j   – безліч всіх об’єктів i-го ти-

пу – позначення окремого 

Кожний об’єкт

 характеризують цей

; ijo ij-го об’єкта.  

 o  ij описується безліччю даних, 

що  об'єкт. 

 ij izg pr spo i, j, num, D ,R,T, N, D , D ,... ,        (9)

де i 
иготовлення; R та Т – 

залишковий ресурс залишковий термін 

та j – ідентифікатори типу і зразку об'єкта; num – 
заводський номер; izgD  – дата в

 і служби 
об'єкта; N – залишкова кількість ремонтів; prD  – 

дата запланованог емонту; spD  – запланована 

дата списання. Крім перерахованих змінних в струк-
турі даних ijo  може міститься інша інформаці ся 

о р

я. В
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ічні 

я

необхідна інформація про техн об'єктах угрупо-
вання зберігається в БД моделі. 

З урахуванням введеного формального опису 
угрупованн  узагальнене уявлення математичної 
моделі ПВПР угруповання (1) можна тепер уточни-
ти і записати наступним чином: 

 G

   р с нt t / , , , ,N N G     ;

   р с нt t / , , , , R R G     .    (10) 

Математична модель (10) програмно реалізова-
на засобами програмування Delphi [7]. аза даних 
(БД) моделі побудована на основі застос
кального сервера InterBase [8]. Завдяки наявно
моде

янути питання реалізації 
моде

що дозволяє систематизувати їх з 
мето

на характер 

 Б
ування ло-

сті БД 
лі програмне забезпечення, що розроблене, 

може застосовуватися для вирішення практичних 
завдань планування технічної експлуатації об'єктів в 
конкретних угрупованнях. 

З точки зору методу моделювання реалізовану 
модель слід віднести до класу імітаційних алгорит-
мічних моделей. В рамках цієї статті немає можли-
вості навіть коротко розгл

лі. Деякі уявлення про модель можна скласти за 
результатами розглянутого нижче приклада застосу-
вання моделі.  

Вочевидь, що теоретично може існувати не-
скінченна різноманітність варіантів угрупувань тех-
нічних об'єктів, тому доцільно ввести для них деяку 
класифікацію, 

ю виявлення в них деяких загальних закономір-
ностей і тенденцій. Далі розглянемо один з можли-
вих підходів до такої класифікації.  

Класифікація стану угруповання. Для практи-
чного застосування розробленої моделі ПВПР угру-
повання технічних об'єктів інтерес певних дослі-
джень впливу стану угруповання S 0

поведінки функцій (t / ...)N  та (t / ...)R , які ми ви-

користовуємо для оцінки якості цих процесів. Пара-
метр 0(t )S  згідно (5) має складну туру, окремі 

його значення пр яют ками в 3-
вимірному просторі. Тому безглуздо намагатися 
розглядати всі їхні множини можливих значень. До-
цільно  значень параметра (t )S  ввести деяку 

невелику кількість класів, що мають ясну фізичну 
інтерпретацію, і після цього спробувати вивести 
деякі закономірності. Для параметра 0(t )S  введемо 

наступні три класи, що представляють найбільш 
характерні стану ресурсу угруповання. Назвемо їх 
умовно «новий», «старий» і «врівноважений». 

(t )  

струк

я точ

0

едставл ьс

 для

До класу «новий» будемо відноси акі угру-ти т
повання, для яких в параметрі (3) ресурс 0jiR (t )  для 

всіх об’єктів близький до нормативного начального 

знач

му падку, якщо більшість об'єктів вже 

мож

ення н0
iR .  

До класу «старий» будемо відносити угрупо-
вання в то  ви
практично витратили свій ресурс і вимагають най-
ближчим часом ремонту або списання. 

Якщо ресурс об'єктів приблизно рівномірно 
розподілений між об'єктами угрупування в діапазоні 

ливих його значень, тобто від 0 до н0
iR , домо-

вимося називати «врівноваженим». 
Введені класи станів ресурсу угруп ння по ува

суті є розпливчастими поняттями, і формально для 
їх оп нису мож а було б використовувати апарат нечі-
тких множин [9]. Однак нас тут не цікавить форма-
льний аналіз можливих розподілів ресурсу 0jiR (t )

між об'єктами угрупування, нам достатньо лише 
якісно визначити ці класи і використовувати   їх при
аналізі результатів моделювання. Для цієї мети ми 
скористуємось гістограмою (дискретним поданням 
щільності) розподілу ресурсу об'єктів в угрупуванні, 

R jig (R ) , яку визначимо наступним чином: 

k ij
R ij

n (R )
g (R )

n


 ,    (11) 

де – значення ресурсу ij-го об’єкту  – 

 об'єктів, ресурс яких п

 ijkR

кількість
вал 

; k ijn (R )

отрапляє в k-й ін-
тер kR  = [ k 1R  , kR ] (k – номер у; 

k j
k

in (R ) n

інтервал

  ); in  O  – кількість об’єктів i-го 

типу в уванні ь визначення гістограми 
н0 ]

На рис. 1 показано орієнтовний вигляд харак-
терних гіст R

угруп

  [0,

. Област

. дорівнює iR

ограм які можуть бути прийняті 

в яко

«ета
. На пр

 jig (R ) , 

сті «еталонів», що представляють введені вище 
три класи. 

Очевидно, що для реальних угрупувань вигляд 
гістограм g (R )  може істотно відрізнятися від R ji

лонних» і займати довільно проміжний стан між 
еталонами актиці найбільш часто зустріча-
ються угруповання з розподілами ресурсу, які роз-
ташовані ближче до класу «старий». 

Для подальшого аналізу доцільно також ввести 
класи станів для параметра i  – вектора інтенсив-

ностей витрачання ресурсу. 
Для параметра i  введ о два класи розподі-

лів, які назвемо умовно «р

ем

івномірний розподіл» і 
«зос діереджений розпо л». На рис. 2 показано при-
близний вигляд гістограм jig ( )  , які можна роз-

глядати як граничні для всього різноманіття можли-
вих розподілів параметра i . На практиці для реа-

льних угрупувань найбільш типовим є розподіл, 
близький до «зосередженог . о»
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Рис. 1. Наочний вигляд "еталонних" гістограм для трьох класів характерних розподілів ресурсу угрупування 

Рис. 2. Наочний вигляд характерних розподілів інтенсивності витрачання ресурсу 

Введена класифікація для можливих значень 
параметрів  та i (0)S i  важлива, перш за все, для 

більшої визначеності при інтерпретації результатів 
моделювання. Ми скористаємося введеною класифі-
кацієюі в розглянутому нижче прикладі. 

Приклад моделювання ПВПР угруповання 
технічних об'єктів. Для прикладу будемо викорис-
товувати угруповання ( G ), що складається з 30 од-

нотипних об’єктів ( i 30 ).  

Параметри н
ресiP  для об’єктів i-го типу задамо 

наступні: 
н0
iR = 10000 год – ресурс нового об’єкту; 

н0
iT = 9 років – строк служби нового об’єкту; 

н1
iR = 8000 год – ресурс, що заповнюється в ре-

зультаті проведення ПР; 
н1
iT = 6 років – строк служби, що встановлений 

після проведення ПР; 
н0
iN = 2 – кількість ПР до списання об’єкту; 

видрN = 1 – кількість видів ПР; 

р i = 3 міс – тривалість ПР. 

Моделювання будемо здійснювати для 3 варіа-
нтів угруповання об’єктів даного типу (назвемо їх 
А1, А2 та А3). А1 відноситься до класу «новий», А2 – 

до класу «урівноважений», А3 – до класу «старий». 
Початковий ресурс об’єктів цих угрупувань  

задаємо шляхом генерування рівномірно розподіле-
них випадкових величин в заданому діапазоні зна-
чень [R1, R2]. Границі R1 та R2 задамо такі: 

0jiR (t )

– для А1 – [8000 год, 10000 год]  («новий»);
– для А2 – [100 год, 10000 год] («урівноваже-

ний»); 
– для А3 – [100 год, 2000 год]   («старий»).
Параметри  та 0jiT (t ) рij 0n (t )  для всіх об’єктів 

в угрупуваннях задамо однаковими та рівними: 
н0

0j iiT (t ) T  9 років; . р ij 0n (t ) 2

Значення параметру i  так само будемо зада-

вати шляхом генерування випадкових чисел в діапа-
зоні, обмеженому значеннями річного ліміту витрат 
ресурсу от 1500 год/рік до 2500 год/рік.  

Тривалість експлуатації об'єктів угрупування 
задамо рівній = 20 років. Поточний час , від-

повідний початку розглянутого періоду експлуата-
ції, встановимо 01.01.2018. 

грT 0t

Моделювання зробимо в режимі формування 
нормативних планів ремонту і списання р  и с  (в 

цьому режимі терміни відправки в ремонт і списан-
ня об'єктів моделюються в точній відповідності з 

заданими нормативами н
ресiP ). Нові об'єкти до скла-

jig ( ) 

ji ji

“Рівномірний 
розподіл” 

“Зосереджений 
розподіл” 

10 0а б 1

jig ( ) 

R jig (R )

ijR

“Новий” “Урівноважений” “Старий” 

0
iR

0 0 0
а б в 

0
iR 0

iR

R jig (R ) R jig (R )

ijR ijR
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ду угрупування протягом періоду  не надходять 

( ). 

грT

н  

Всі наведені нижче результати отримані за до-
помогою програми ISMPN [10], в якій запроваджено 

режим Угруповання | Прогнозування складу і ресур-
су (який реалізує розроблену модель). 

На рис. 3–5 показані графіки функцій 
 и iR (t / ...) iN (t / ...) , що отримані для вихідних 

даних розглянутого прикладу. 

)(t
i

R

02.2029

)(tNi

Рис. 3. Графіки функцій  та iR (t) iN (t)  для угрупування А1 («новий») 

)(tNi

)(tR i

04.2027

Рис. 4. Графіки функцій  та iR (t) iN (t)  для угрупування А2 («урівноважений») 
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)(tR i

01.2026

Рис. 5. Графіки функцій  та iR (t) iN (t)  для угрупування А3 («старий») 

На графіках iN (t)  відображається також пото-

чна сумарна кількість об'єктів, що знаходяться в 
ремонті. Проаналізуємо отримані результати. 

Для «нового» угруповання (рис. 3) потреба в 
ремонтах виникає тільки приблизно через 3 роки. У 
разі «врівноваженого» угрупування (рис. 4) потреба 
в ремонтах розподілена приблизно рівномірно на 
протязі розглянутого періоду експлуатації угрупу-
вання. Для «старого» угрупування (рис. 5) потреба в 
ремонті виникає відразу на початку розглянутого 
періоду. Внаслідок незбалансованості ресурсу («не-
урівноваженого») угрупування практично всі його 
об'єкти повинні піддатися ремонту протягом пер-
ших 1 ÷ 1,5 років. Очевидно, що в цей період угру-
повання виявляється непрацездатним. 

Якщо мінімально необхідну кількість об'єктів в 

угрупованні задати рівним = 25, ми бачимо насту-

пне. У разі «нового» і «врівноваженого» угрупування 
ця вимога порушується незначно у рідкісні випадково 
виникаючі інтервали часу. Парирувати їх негативний 
вплив можна за рахунок коригування термінів відпра-
вки в ремонт окремих об'єктів. У разі ж «старого» 
(«неврівноваженого») угрупування запобігти різке 
зниження її складу в деяких інтервалах часу експлуа-

тації може бути неможливим. Для недопущення таких 
явищ потрібно поставка в угруповання нових об'єктів. 

тр
iN

В цілому отримані результати в даному при-
кладі ілюструють просту ідею: при організації тех-
нічної експлуатації об'єктів у великих угрупованнях 
необхідно прагнути до «урівноваженого» стану ре-
сурсу угрупування. Для цього необхідно своєчасне 
прогнозування складу та ресурсу угрупування. 

Висновки 

В статті розроблено математичну модель про-
цесів витрачання та поповнення ресурсу угрупуван-
ня технічних об'єктів, що призначена для прогнозу-
вання складу та ресурсу угрупування в майбутньо-
му. На основі застосування розробленої моделі мо-
жна вирішувати не тільки завдання прогнозування, а 
й завдання оптимізації планування ремонту, списан-
ня та поставок в угрупування нових об'єктів. Розро-
блена модель реалізована програмно, що дозволяє 
застосовувати її на практиці для вирішення відпові-
дних завдань для конкретних угрупувань технічних 
об'єктів. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССОВ РАСХОДОВАНИЯ И ВОСПОЛНЕНИЯ РЕСУРСА 
ГРУППИРОВКИ СЛОЖНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

С.В. Ленков, А.В. Селюков, И.В. Толок, Е.С. Ленков, Т.В.Бондаренко  

В статье приведено описание математической модели процессов расходования и восполнения ресурса (ПРВР) 
группировки сложных технических объектов. В дополнение к рассмотренному авторами ранее описанию модели введе-
но формализованное описание группировки, включающее в себя: множество технических объектов группировки; нор-
мативные параметры расходования и восполнения ресурса объектов и текущее состояние группировки. Состояние 
группировки определяется состоянием ресурса входящих в него. Ресурс отдельного объекта определяется тремя пара-
метрами: собственно ресурсом (остаточная наработка), остаточным сроком службы и остаточным количеством 
плановых ремонтов, которые должны быть выполнены на данном объекте до его списания.  

Модель ПРВР, разработанная реализована программно в среде программирования Delphi. Разработанная база 
данных (БД), что встроенная в модель, в которой хранится вся информация о группировки, моделируются. В БД мо-
жет быть введена также информация для реального группировки, благодаря чему модель может быть использована 
для решения практических задач планирования технической эксплуатации в конкретных группировок. БД модели по-
строена на основе применения локального сервера InterBase. 

Введена классификация состояний ресурса группировки, определяющая три класса состояний: «новый», «уравно-
вешенный» и «старый». Приведены примеры результатов моделирования ПРВР, наглядно иллюстрирующие возможно-
сти применения разработанной модели. На примерах продемонстрирована целесообразность стремления при органи-
зации эксплуатации объектов  группировки к уравновешенному состоянию ее ресурса. 

Ключевые слова: ресурс и срок службы технического объекта, состав и ресурс группировки технических объек-
тов, планы ремонта, списания и поставок новых объектов, остаточное количество плановых ремонтов.  

MATHEMATICAL MODEL OF THE PROCESSES OF EXPENDITURE AND REPLENISHMENT  
OF THE RESOURCE OF THE GROUPING OF COMPLEX TECHNICAL OBJECTS 

S. Lenkov, A. Selyukov, I. Tolok, E. Lenkov, T. Bondarenko  

The article describes the mathematical model of the process of resource consumption and replenishment (PRVR) of the 
grouping of complex technical objects. In addition to the authors' description previously described, a formalized description of 
the grouping was introduced, including: the set of grouping objects; normative parameters for the expenditure and replenishment 
of the resource of the objects and the current state of the grouping. The grouping status is determined by the state of the resource 
of the technology included in the grouping. The resource of an individual object is determined by three parameters: the actual 
resource (residual operating time), the remaining service life and the remaining number of planned repairs that must be per-
formed at this facility before it is written off. 

The developed model is implemented in software in Delphi programming environment. A database (DB) built into the 
model has been developed, in which all information about the simulated groupings is stored. In the database, information can 
also be entered for a real grouping, so that the model can be used to solve practical problems of planning technical operation in 
specific groups. The database model is based on the application of the local InterBase server. 

A classification of states of a grouping resource has been introduced, which defines three classes of states: "new", "bal-
anced" and "old". Examples of the results of RVR simulation are presented, which clearly illustrate the possibilities of using the 
developed model. The examples demonstrate the expediency of striving to organize the operation of the grouping objects to the 
balanced state of its resource. 

Keywords: resource and service life of a technical object, composition and resource of technical objects grouping, plans 
for repair, write-off and supply of new objects, residual number of scheduled repairs. 


