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НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ МНОГОСЛОЙНЫХ УПРУГИХ ТЕЛ В ФОРМЕ КОЛЬЦЕВОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СЕГМЕНТА

В рамках  решения трехмерной задачи динамической теории упругости исследуется нестационарное деформирование слоистых тел цилиндрической формы. Указываются частные случаи общего решения. Приводятся численные результаты, отражающие специфику напряженного состояния двухслойного бесконечно длинного толстостенного цилиндра, находящегося в условиях плоского неосесимметричного нагружения. Предлагаемая методика позволяет точно удовлетворить определяющим уравнениям движения и системам начальных, граничных и контактных условий.

У рамках розв’язання тривимірної задачі динамічної теорії пружності досліджується нестаціонарне деформування шаруватих тіл циліндричної форми. Вказуються окремі випадки загального розв’язання. Наводяться чисельні результати, які відбивають специфіку напруженого стану двошарового нескінченно довгого товстостінного циліндра, що знаходиться в умовах плоского неосесиметричного навантаження. Методика, що пропонується,  дозволяє точно задовольнити визначальним рівнянням руху і системам початкових, граничних і контактних умов.  

ВВЕДЕНИЕ

Многослойные конструкции находят широкое применение в различных областях техники. Поэтому интерес исследователей к изучению динамических деформационных процессов в такого рода конструктивных элементах вполне закономерен.

Наиболее хорошо изучены переходные деформационные процессы в оболочках со слоистой структурой. Именно для таких объектов получены решения значительного числа конкретных задач, в которых исследуется нестационарное нагружение.

Значительно меньше имеется результатов, которые описывают неустановившиеся деформационные процессы в телах на основе трехмерных уравнений теории упругости. Главной причиной этого  является сложность решения соответствующих начально-краевых задач.

В настоящей работе развивается численно-аналитический подход к решению динамических задач теории упругости, предложенный в статье [1]. В основе такого подхода лежит сведение начально-краевых задач к анализу интегральных уравнений Вольтерра во времени. К более поздним работам этого направления можно причислить [2,3].

Приведенные в настоящей работе результаты относятся к объектам, деформирование которых удобно исследовать в круговых цилиндрических координатах.
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И СООТНОШЕНИЯ ОБЩЕГО ВИДА

Рассматривается в общем случае составное упругое тело в цилиндрических координатах 

. Составляющие тело слои представляют собой цилиндрические панели, ограниченные цилиндрическими поверхностями 

 и 

, где i – номер панели. Эти панели ограничены также плоскостями z = 0 и z = z0, полуплоскостями ( = 0 и ( = (0. Число составляющих панелей равно N. Нумерация панелей производится в направлении увеличения координаты r. Контактирующими поверхностями в многослойном рассматриваемом теле являются цилиндрические поверхности 

 (i = 1,2,...,N-1). Точки, принадлежащие панели с номером i, имеют координаты, которые удовлетворяют таким условиям: 

 

 

.               

Материал каждой цилиндрической панели – однородный и изотропный, с параметрами упругости Ламе (i, (i. 

Движение точек среды каждой панели описывается векторным уравнением следующего вида [4]:
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где ( – оператор Лапласа; (i – плотность материала i-й панели; 

 – вектор перемещения.


При отсутствии массовых сил уравнения Ламе (1) эквивалентны в круговых цилиндрических координатах следующей системе уравнений [5]: 
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где  

 – скалярные потенциалы перемещений; 

 – орт оси Z; 

 – соответственно скорости распространения продольных и поперечных волн деформаций в упругой среде.


В рассматриваемой задаче импульсного деформирования цилиндрического тела решение волновых уравнений (2) ищется в виде двойных разложений по осевой и угловой координатам:






                  (4)


 

 




Здесь  

 – известные  функции соответствующих координат, а 

 подлежат определению. Конкретные разложения для функций 

 приводятся далее.

Разложения (4) аналогичны приведенным в работе [6].

Подставляя разложения (4) в выражения  (3), получаем формулы для компонент вектора перемещения точек, принадлежащих панели с номером  i.

На торцевых поверхностях цилиндрической панели с номером  i  при выборе координатных функций 

 в виде 



                            (5)

выполняются следующие граничные условия:



  
       (6)


Если же их выбрать в форме 

, то тогда должны выполняться такие условия:



  

       (7)


Условия (6) отвечают равенству нулю касательных напряжений и нормальных компонент вектора перемещения на соответствующих  граничных поверхностях. Равенству нулю нормальных компонент тензора напряжений и касательных перемещений отвечают условия (7).


Выбор граничных условий в форме (6) или (7) дает возможность эффективно использовать способ отделения переменных (  и  z  c применением разложений (4).


В дальнейшем ограничимся видом функций   

 согласно (5) и соответственно граничными условиями на торцах панелей (6).


Задание граничных условий на цилиндрических поверхностях 

  и  

 может быть реализовано в двух формах. В случае задания граничных напряжений имеют место такие выражения:

       

  


      

 


   (8)  

       

  

 

где 

–

 – известные функции.


В случае задания граничных условий в перемещениях на поверхностях  

  и  

 должны выполняться аналогичные соотношения.


Предполагается, что составляющие тело цилиндрические слои находятся в условиях жесткого контакта вдоль поверхностей  

, что отвечает следующим соотношениям:
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   (i = 1,2,...,N-1).


Для того чтобы замкнуть постановку начально-краевой задачи, необходимо задать систему начальных условий. Примем, что 




   (i = 1,2,...,N).


Отметим, что при выборе функций  

  в виде (5) разложения (4) превращаются в двойные ряды Фурье по переменным (, z.

Для решения задачи необходимо, чтобы  функции 

 (j = =1,2,...6) в (8) были разложимы в ряды Фурье.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

ИЗОБРАЖЕНИЙ ПО ЛАПЛАСУ


Для дальнейшего построения решения необходимо определить функции 

, входящие в формулы (4). Для этого волновые уравнения (2) запишем в пространстве изображений по Лапласу, пометив изображения верхним индексом L. Подставив в полученные уравнения представления для 

 из формул (4) при учете (5), получим модифицированные уравнения Бесселя относительно  

 Указанные уравнения имеют вид


       

              (10)



     


Их общие решения записываются таким образом:
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(11)






Здесь 

, 

 – произвольные функции параметра преобразования  S; 

– модифицированная функция Бесселя мнимого аргумента с индексом  (; 

– функция Макдональда.

ЗАПИСЬ ОСНОВНЫХ СООТНОШЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ ОРИГИНАЛОВ


Осуществим теперь переход в пространство оригиналов. Для этого воспользуемся следующими формулами [7]:







 (12)



 


где 

– функция Бесселя первого рода с индексом  (.


Используя формулы перехода (12), (13), а также некоторые стандартные правила операционного исчисления, придем к выражениям для функций 

 ((=0,1,2) в пространстве оригиналов. Указанные функции имеют вид    


      

      (14)
где приняты следующие обозначения:



    


 H(t) – функция Хевисайда, величины 

 описаны в (10), причем





















     ПОЛУЧЕНИЕ СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ



Подставляем формулы (14) в выражения (4), которые сворачиваем с выражениями (3) для вектора перемещения панели с номером i. Затем выражения для компонент вектора перемещения подставляются в граничные условия (6) и условия контакта (9). Тогда соотношения  (6) и (9) после отделения координат ( и z превратятся в систему 6N интегральных уравнений Вольтерра во времени для неизвестных функций 

,  

 ((=0,1,2). Для решения указанных уравнений применяется численный подход, суть которого состоит в подстановке в них аппроксимирующих выражений для искомых функций следующего вида [3]:

 

        

          (15)







         

     

      


где (t - «шаг» по времени;  



Подставляя выражения (5) в упомянутые интегральные уравнения, приходим к рекуррентной по индексу  m  системе  6N  алгебраических    уравнений    для  определения    величин  

,  

  (( = 0,1,2,  m = 1,2,...), которые аппроксимируют искомые функции времени.


Отметим, что сведение к системе алгебраических уравнений с использованием аппроксимаций искомых функций при анализе интегральных уравнений Вольтерра относится к одной из разновидностей способов численного решения этих уравнений. Аппроксимация (15) естественным способом определяет скачкообразное изменение напряжений, развивающихся в упругом теле при действии на него импульсных нагрузок. При этом обеспечивается устойчивость численного решения интегральных уравнений с непрерывными или интегрируемыми ядрами. 


Преобразовывая с учетом аппроксимаций (15) формулы, найденные для коэффициентов разложений перемещений и напряжений, получаем соотношения, удобные для численной реализации.
РАЗЛИЧНЫЕ ВАРИАНТЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТЕЛ 


Вариант 1. Используя приведенные ранее формулы, можно рассчитать произвольное импульсное воздействие на многослойную цилиндрическую панель.


Вместе с тем могут представить интерес частные случаи, определяемые конкретными значениями  n  и  k в рядах (4) для потенциалов перемещений.


Вариант 2. Пусть в рядах (4) все коэффициенты равны нулю, кроме отвечающих 

 

 Как следует из формул для разложений вектора перемещения в двойные ряды Фурье, этот случай соответствует чисто радиальному смещению 

 зависящему только от радиальной координаты и времени. Этот случай эквивалентен плоскому осесимметричному деформированию замкнутого многослойного цилиндра. Различные варианты такой механической системы исследованы, например, в работе [3].


Вариант 3. Допустим, что в рядах (4) отличны от нуля только коэффициенты с индексами 

, 

 Тогда 

, а остальные компоненты вектора перемещения не зависят от координаты  z. Этот случай эквивалентен плоскому неосесимметричному деформированию замкнутого многослойного цилиндра.


Вариант 4. Случай неравенства нулю коэффициентов с индексами  

  

  отвечает тому, что  

 а остальные переменные не зависят от переменной  (. Указанный вариант соответствует осесимметричному деформированию замкнутого кольцевого многослойного цилиндра.  Решение частных случаев  такой задачи приведено, например, в работах [3,8]. 

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ


Приводятся численные результаты для плоского неосесимметричного деформирования двухслойных цилиндров, отвечающего случаю задания граничных напряжений на граничных цилиндрических поверхностях (вариант 3). Предполагается, что в  рядах (4) отличными от нуля являются коэффициенты с индексами  

  

 Цилиндры имеют геометрические параметры:



 м,  

 м,  

 м.


Рассмотрено два варианта компоновки двухслойных цилиндров. Первому варианту соответствуют следующие параметры:

    

 Н/м2,   

   

 кг/м3,




 Н/м2,   

   

 кг/м3,

второму – параметры, инверсированные по отношению к первому варианту. Здесь  Ei , (i – технические упругие постоянные материала слоев цилиндра.


На рис. 1, а–г представлены зависимости от времени безразмерных напряжений  

 реализующихся в двухслойном цилиндре, которые отвечают первому  варианту компоновки слоев. Расчеты производились в точке, находящейся в середине первого слоя (r=0,0975 м). При этом принимались граничные условия, соответствующие заданию на внутренней поверхности радиальной нагрузки в  виде конечного импульса:



     

   


                    

    


где 



На рис. 2, а–г изображены графики, отвечающие аналогичному цилиндру, но для второго варианта компоновки слоев. В этом случае вычисления проводились также в точке  r = 0,0975 м. 


На рис. 3, а–г изображены графики напряжений, отвечающие заданию на внутренней поверхности составного цилиндра нестационарной касательной нагрузки в виде:



     




     


Расчеты проведены в точке r = 0,0975 м и соответствуют первому варианту компоновки слоев.


Вдоль горизонтальных осей на рисунках отложено число «шагов»  m во времени, при этом принималось, что 

 с.


Представленные результаты описывают промежуток времени деформирования составных цилиндров, отвечающий нескольким пробегам волн деформаций вдоль их толщин. На рисунках видны скачки в значениях напряжений, обусловленные наложением прямых и отраженных волн. Видно различие в деформировании при принятых вариантах компоновки слоев.


На рисунках хорошо прослеживается специфика поведения напряжений в составных цилиндрах при задании либо радиальной, либо касательной нагрузки. Указанная специфика относится к наличию скачков у одних компонент тензора напряжений и их отсутствию у других в зависимости от характера нагружения (радиального или касательного) исследуемого цилиндра.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ


Основные результаты работы могут быть сформулированы следующим образом.


Получена математическая модель деформирования многослойной цилиндрической панели на основе трехмерных  динамических уравнений теории упругости.


Предложена методика решения соответствующей начально–краевой задачи теории упругости, обеспечивающая точное удовлетворение системам определяющих уравнений, граничных, контактных и начальных условий.


Указаны различные частные варианты, описывающие нестационарное деформирование цилиндрических тел.


Приведено описание численных результатов, относящихся к плоскому неосесимметричному деформированию двухслойного цилиндра.
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Рис.3
E.G. Yanyutin, S.D. Svetlichnaya
UNSTEADY  DEFORMATION  OF  MULTILAYER   ELASTIC SOLIDS  IN THE  SHAPE OF   A  CIRCULAR CYLINDRICAL SEGMENT

The  unsteady  deformation of cylindrical flaky solids  is investigated using  the dynamic theory of elasticity.  Special  cases of  the   general  solution  are pointed out.   Numerical   results are  presented which reflect the  specific feature of the stressed state of  an infinitely long thick-walled cylinder, which is subjected to  plane nonaxi-symmetrical loading. Motion equations  and systems of primary, boundary and contact conditions are satisfied exactly  owing to this metod. 




_975933918.unknown

_978168735.unknown

_978168753.unknown

_978168788.unknown

_978168803.unknown

_978428659.unknown

_1105531876.unknown

_1105531973.unknown

_978429301.unknown

_982068019.unknown

_978429300.unknown

_978428385.unknown

_978428514.unknown

_978428102.unknown

_978354060.unknown

_978168795.unknown

_978168799.unknown

_978168792.unknown

_978168763.unknown

_978168781.unknown

_978168784.unknown

_978168777.unknown

_978168761.unknown

_978168762.unknown

_978168755.unknown

_978168744.unknown

_978168748.unknown

_978168751.unknown

_978168752.unknown

_978168749.unknown

_978168746.unknown

_978168747.unknown

_978168745.unknown

_978168740.unknown

_978168742.unknown

_978168743.unknown

_978168741.unknown

_978168737.unknown

_978168739.unknown

_978168736.unknown

_976012091.unknown

_978168727.unknown

_978168731.unknown

_978168733.unknown

_978168734.unknown

_978168732.unknown

_978168729.unknown

_978168730.unknown

_978168728.unknown

_978168716.unknown

_978168720.unknown

_978168725.unknown

_978168726.unknown

_978168722.unknown

_978168718.unknown

_978168719.unknown

_978168717.unknown

_978168711.unknown

_978168713.unknown

_978168714.unknown

_978168712.unknown

_978168707.unknown

_978168709.unknown

_978168710.unknown

_978168708.unknown

_978168701.unknown

_978168703.unknown

_978168704.unknown

_978168702.unknown

_976012250.unknown

_976012404.unknown

_978168700.unknown

_976012165.unknown

_975936237.unknown

_975937248.unknown

_976009247.unknown

_976009424.unknown

_976008961.unknown

_975936635.unknown

_975937025.unknown

_975936332.unknown

_975935236.unknown

_975935499.unknown

_975936102.unknown

_975935375.unknown

_975934967.unknown

_975935168.unknown

_975934962.unknown

_975848638.unknown

_975930764.unknown

_975933491.unknown

_975933644.unknown

_975933909.unknown

_975933631.unknown

_975932781.unknown

_975932866.unknown

_975932651.unknown

_975849979.unknown

_975929520.unknown

_975930566.unknown

_975929142.unknown

_975849171.unknown

_975849356.unknown

_975849035.unknown

_975844449.unknown

_975845894.unknown

_975846682.unknown

_975848462.unknown

_975846183.unknown

_975845545.unknown

_975845733.unknown

_975844927.unknown

_975415175.unknown

_975415459.unknown

_975417764.unknown

_975415392.unknown

_975412609.unknown

_975414701.unknown

_975412459.unknown

